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衍生 证 券 的 最 优 投 资 消费 决策 * 


郭 文 旋 
(南京 财经 大 学 金融 学 院 ， 南 京 210046) 


摘 要 : 衍生 证 券 在 实际 交易 中 的 买卖 价格 一 般 是 不 一 样 的 。 本 文 讨 论 了 衍生 证 券 买 卖 价 格 不 同时 的 投资 
消费 决策 问题 。 以 最 大 化 投资 者 消费 效用 和 终 值 效用 为 目标 ， 建 立 模型 。 应 用 随机 最 优 控制 方 
法 ， 分 三 种 情形 进行 讨论 ， 得 到 不 同情 形 下 一 般 效用 函数 的 最 优 投资 消费 策略 ， 还 给 出 了 寡 效 用 
函数 情形 的 策略 解析 形式 。 最 后 ， 用 数值 例子 说 明了 投资 消费 策略 随 着 不 同市 场 情形 的 变化 情 


况 。 
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1 引言 


对 于 个 体 投资 者 而 言 ， 就 是 分 配 好 自己 的 财富 ， 一 部 分 用 于 投资 ， 剩 下 的 用 于 消费 。 那 么 
用 多 少量 去 投资 ， 多 少量 消费 才能 使 投资 者 获得 的 效用 最 大 呢 ? 这 就 是 投资 消费 决策 问题 。 投 
资 消费 决策 问题 一 直 是 数理 金融 理论 研究 的 焦点 。Merton[L3 开创 了 连续 时 间 投 资 消费 问题 的 
研究 。 随 后 Karatzas, Lehoczky 与 Shrevela4，Sethitl，Hauson 与 Westmanl9!, Ksendal 5 Su- 
lemi, HEED- 在 Merton 的 模型 框架 下 做 了 许多 发 展 和 推广 性 的 工作 。 但 是 这 一 系列 的 
研究 都 是 把 投资 者 的 投资 对 象 局 限于 股票 和 债券 。 这 是 由 模型 最 初 产 生 时 的 市 场 条 件 所 决定 
的 。 但 随 着 金融 市 场 的 发 展 ， 很 多 衍生 产 证 券 ， 比 如 期 权 、 期 货 、 股 指 等 ， 已 经 成 为 资本 市 
场 上 很 抢手 的 交易 对 象 。 世 界 各 地 许多 证 券 市 场 都 进行 期 权 、 期 货 交 易 ， 比 如 美国 芝加哥 期 
权 交 易 所 、 纽 约 股 票 交 易 所 ， 欧 洲 期 货 与 期 权 交 易 所 ， 日 本 的 东京 财经 期 货 交 易 所 等 。 上 世 
纪 90 年 代 我 国 市 场 也 开始 了 衍生 证 券 的 交易 ， 到 2004 年 交易 额 就 达到 14.51 万 亿 元 。 因 此 当 
前 的 投资 者 投资 对 象 的 选择 范围 除了 一 般 的 风险 证 券 、 无 风险 证 券 还 有 许多 衍生 证 券 。 因 此 研 
究 衍生 证 券 为 投资 对 象 的 投资 消费 问题 具有 重要 的 现实 意义 。Peterfal 研究 了 衍生 证 券 的 标的 
资产 服从 跳跃 Levy 过 程 的 衍生 证 券 投 资 消费 问题 ， 郭 文 旋 等 四 研究 了 衍生 证 券 的 标的 资产 服 
从 一 般 扩 散 过 程 的 衍生 证 券 投 资 消 费 问 题 。 但 关于 这 个 问题 的 研究 ， 一 般 都 假设 衍生 证 券 交 易 
中 买卖 价格 是 一 致 的 。 而 在 实际 的 交易 中 买卖 价格 一 般 是 不 同 的 ， 因 为 衍生 证 券 的 交易 一 般 都 
是 在 做 事 商 参 与 下 进行 的 ， 做 事 商 要 赚 取 买卖 差价 。 

本 文 研究 了 投资 对 象 为 一 个 无 风险 证 券 、 一 个 风险 证 券 和 一 个 衍生 证 券 的 投资 消费 决策 问 
题 。 建 立 投资 者 的 效用 最 大 化 模型 ， 应 用 随机 控制 方法 得 到 了 一 般 效 用 函数 情形 下 投资 消费 策 
略 的 一 般 形 式 ， 并 且 在 知 效用 函数 情形 下 ， 得 到 了 最 优 投 资 消费 策略 的 解析 形式 。 
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2 ”市场 环境 与 投资 模型 
假定 投资 者 的 投资 组 合 是 由 一 个 无 风险 证 券 、 一 个 风险 证 券 和 一 个 衍生 证 券 构 成 。 无 风险 
证 券 的 价格 Polt) 满足 如 下 微分 方程 
dPo(t) = Po(t)r(t)dt, 
风险 证 券 的 价格 P) 满足 如 下 微分 方程 
dP(t) = P(t) [b(t)dt + o(t)dw1(t)], 
E b(t), o(t) 分 别 表示 风险 证 券 的 瞬时 预期 收益 率 和 价格 的 波动 率 ，r(t) 为 无 风险 证 券 的 利 
率 ， 而 且 都 是 关于 时 间 的 有 界 函 数 。W1(t) 为 一 维 的 标准 Brown 运动 。 
用 F(t;S)，G(t; 5) 分 别 表 示 标 的 资产 为 5 的 衍生 证 券 的 买 入 、 卖 出 价格 。 因 为 做 市 商 需 
要 从 价格 的 变动 中 获取 部 分 利润 ， 不 妨 设 为 a(t)。 做 市 商 在 不 同 的 时 点 上 根据 市 场 行情 来 决 
Ealt) w F(t; S), G(t; 5S) 分 别 满足 下 面 随机 微分 方程 
dF(t; S) = F(t;S)[ &(t, S)at + Q(t, S)aW"(t)], (1) 
dG(t; S) = G(t; S) [(8(t, S) — a(t))dt + Q(t, S)aW"?(t) ]， (2) 


rp W?(t) 为 一 维 标准 Brown 运动 ， 琵 1 5E W?(t) 相互 独立 ， 而且 a(t) > 0, t € [0, T]. 

i rolt), m(t), malt 分别 为 投资 者 t+ 时 刻 投 入 到 无 风险 证 券 、 风 险 证 券 及 衍生 证 券 上 的 投资 
量 ， 可 正 可 负 ， 为 正 时 表示 持 有 多 头 ， 为 负 时 表示 持 有 空 涉 。No(t), N(t), Nalt) 分 别 为 投资 者 
对 无 风险 证 券 、 风 险 证 券 和 衍生 证 券 的 持 有 份 数 。 设 {z(t), 0 < t < T) 表示 投资 者 的 财富 过 
程 ， 投 资 者 的 初始 财富 为 z， 则 有 下 面 关系 成 立 
Na(t)F(t,S), N(t)>0, 


no(t) = No(t)Po(t), m(t) = N(t)P(t), ma(t) = | 
Na(t)G(t,S), N(t)x0. 


以 及 
Ro(t) + n (t) + Talt) = z(t). 


Y (c(t), 0 € t € 了} 表示 投资 者 单位 时 间 内 的 消费 量 相 对 财富 的 比率 。 易 知 z(t) 满足 下面 微分 
方程 


TE No(t)dPy(t) + N(t)dP(t) + Nalt)dF(t, 8) — c(t)dt, N(t) » 0 
— | No(OaPy(t) + N(t)aP(t) + Na(t)àG(t, S) — c(t)dt, N(t) «0 
= [z(t)®(t, S) + no(r(t) — (6,5) + r(t) (blt) — E(t, 5)) 
-F(z(t) — vo(t) — (t))" a(t) — c(£)]dt + (t)o (t)aW' (t) 


*(a(t) — rolt) — T(t); S)aW"(t), (3) 


其 中 
(z(t) — Nolt) — 7(t)) = max ( — x(t) + no(t) + «(£),0]. 


第 1 期 郭 文 话 ， 衔 生 证 券 的 最 优 投资 消费 决策 13 


方程 (3) 满足 初始 条 件 z(0) = z。 令 
T 
J(s79,7,0) = E f U, (t, c(t))dt + Uo (T, 2(T)) | 2(0) = 2]. (4) 


HPU (c), Us, 2) 分 别 为 关于 c, z 的 严格 止 的 效用 函数 和 由。 
定义 1 WR (rlt), alt) ct) 为 一 个 允许 策略 ， 如 果 


T T 
n Iro(£)? dt < oo, a.s., J In(t)?dt < œ, a.s., 
0 0 


T 
c(t) 20, t € [0, T], / c(t)dt < oo, a.s.. 
0 


所 有 允许 策略 的 集合 称 为 允许 策略 集 ， 记 为 A(z)。 
投资 者 的 目标 就 是 要 在 A(z) 中 找 出 一 个 决策 (xi m, 07) 使 得 其 效用 的 期 望 值 最 大 ， 也 就 是 
求解 下 面 的 最 优化 问题 


V(t,z)-— J (2; To, T, c). (5) 


max 
(70,7,c)€A(z) 


显然 了 (0,z) = J(z; n$, 1*, c*)。 我 们 把 V(t,z) 称 为 最 优化 问题 (5) 的 值 函数 。 
3 ”最 优 投资 消费 策略 
应 用 最 优化 原理 及 1t6 公式 ， 得 (5) 所 对 应 的 HJB (Hamilton Jacobi Bellman) 方程 为 
0 = V; + a(t)9(t, S)Vz + max [Ui (t, e) — e(£)V.) 
+ max [ [rolt (r(t) — P(E, 8)) + TAE) — Bl, S) — (z(t) — rolt) — "(6) -alD] Va 


+3 [Ealt + (E) — rolt) - «(^05 S? ]V.. ). (6) 
不 妨 设 最 优 投资 消费 策略 为 (ri, r*, c*)。 那 么 由 HJB 方程 的 一 阶 条 件 得 
c(t) = h(t, Va), (7) 
EPDE) A 299069 的 道 函 数 。 令 
f(ros7) = [no(£(r(0 — E(t, 8)) + TAVE) — P, 8) — (a(t) — rolt) — (E) al) Ve 
+ 3 [e (0*0? + (50) ~ rolt) — (9^0, S)? V... 
fi(no, 7) = [ro((r() — 9(5.5)) + (l) — 9, 5)]V. 
5 [r(*0(* (0 — molt) — r(A, S? ]V.., 
folno, r) = [no(£)(r(t) — e(t, S) + a(£)) + x(t)(b(£) — (t, S) + a(t)) — x(t)a(t)] V 


n 5 [r(b2c(b2 + (z(t) — no(t) -mr()20(t S)? ] Vas: 
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显然 
fron) = | fi(ro,7), Tott <r, 


falto, x), 7o d- 7 >r. 
由 二 元 函数 极 值 的 求解 原理 易 得 ， 当 
| «(0 = [PORE + 600559 | e. a. 


&(t) = OÀ ua. 


zz 


时 ， filo n 取 到 最 大 值 ， 即 


max fi(m0, T) 
70,7 


= fi(fto, f) 
— e(t? r(t)? 1 V2 
E -3[ Dr, ROT] + e(t) frt) — &(t, S)] Vz 


| 和 和 人 = [O + ERO | Ve + alt), I 
&() = - Or e, 
HJ, fa(mo,m) 取 到 最 大 值 ， 即 
max fo(ro, T) 
= fo(io,) 


b(t)—7(t)? (Bt,S) — a(t) - r())? | V2 
5 3 , CEI OOL E tOO - 06 S) Va 


从 (8)、(9) 容易 发 现 
olt) -- (£) € olt) + (0. 


为 了 得 到 f (no, v) 的 最 大 值 点 ， 下 面 分 三 种 情形 来 进行 讨论 。 
情形 1 r(t) < zo(t) 4- (0. 
对 任意 满足 xo(t) + a(t) < x(t) KI (rolt), r(t) E 


Filno, 7) < fi (to, 7) [xm = fa(T0,7) |rotr=z < f2(ão, t). 
所 以 对 任意 的 (To, 7) € A(z) 都 有 
mus Ian) 
= fa(fto, 1) 


u 2 iet —r 2 2 
» -[ " Oe es Ou +z(b[r(b - (t, S)]V.. 
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KL, fro, r) 的 极 大 值 点 为 
TO = Folt) = | E+ | Ve + slt), 
p "(t = 70) = -OO we. 


3& (10) 代入 (6) 得 该 情形 对 应 的 HJB 方程 为 


2 


V(T,z) = UX(T, x). 


T 2 ^ — 2 
| V; + z(t)rV, + Us (t, c*) — c (£V. — j| 和 a BESO hE z 


情形 2 rolt) J- &(£) € x(t) < olt) + &(t). 
为 了 找到 f (ro, r) 在 该 情形 下 的 极 大 值 点 ， 需 要 考虑 下 面 两 个 最 优化 问题 


max fi (To, T), 
vo(t) + T(t) € x(t), te [0,1]. 


max fa(10, T), 
molt) + n(t) > z(t), te [0,T]. 
首先 应 用 条 件 极 值 原 理 求 解 问 题 (12)。 建 立 Lagrange 函数 
L(no,7, A) = 万 (mo， T) m A(z — "io 一 7), 


其 中 入 为 某 个 非 负 参 数 。 由 K- 工 条 件 ， 最 优 值 点 必定 满足 
ðL ofi ðL əfi 


bn van 0 ppc DD an 
由 (14) 可 知 
of 0f o 
Ono On Ead 
即 
(b(t) — r(t)) Vz + no(t)?V,, = 0. 
解 之 得 


go CO = (0). 
` a(t)? Vzz 


断言 这 里 入 > O0, RH r- ro -r = 04 


(b(t) — r6) Ve 


fo := z(t) + o (53V. 
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(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 


(17) 


由 于 (12) 为 一 个 凸 规划 问题 ， 所 以 (各 ,元 ) 就 是 最 优化 问题 (12) 的 最 优 值 点 。 容 易 验 证 (To, 7) 也 


是 最 优化 问题 (13) 的 最 优 值 点 。 所 以 (To, 元 ) 就 是 f (mo, r) 的 全 局 最 优点 。 
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将 (10, T) 代入 f (10, n) 得 该 情形 对 应 的 HJB 方程 为 
V, + a(t)r(£)Vz + Us (t, c) — c (t) Va — COPE =0, i 
18 
V(T,z) = U(T, x). 

情形 3 Rolt) + (0) € (t). 

在 情形 2， 我 们 已 经 求 得 问题 (12) 的 最 优 解 为 (0, 直 )， 故 对 任意 满足 xo(t) 4- (t) > z(t) 的 
(xo(t), (t)) € A(z) 有 

fa(1o. n) < foliio,7) = fito, 7) < fi(fto, ô). 

AK f(mo,v) 在 该 情形 下 ， 在 点 (89(0,(£)) 取 到 最 大 值 ， 即 


| T(E) = folt) = | + 299 | V + alt), d 


r(t) = &(t) = -CR 


oiVzz 
此 时 的 HJB 方 程 为 
Vi + zr OV tbo) -OV | + ens |a o, T 
20 
V(T, £) = U2(T, x). 


综合 以 上 结果 ， 有 如 下 结论 成 立 。 
定理 1 对 一 般 严 格 凹 的 效用 函数 ， 最 优 投资 消费 策略 分 别 由 (10), (16), (17) 和 (19) 给 出 。 
注 1 定理 1 给 出 的 并 不 是 策略 的 解析 形式 ， 对 一 般 效 用 函数 而 言 解析 形式 不 一 定 存在 ， 
但 Merton!!! 证明， 当 效 用 函数 为 HARA (Hyperbolic Absolute Risk Aversion) 系列 函数 时 ， 可 
以 得 到 策略 的 解析 表达 式 。 


4 ”器 效用 函数 情形 下 的 最 优 策略 
假定 两 个 效用 函数 均 为 下 面 形式 的 寒 函数 形式 


Ui(t, c) = Us(t, c) = nS. (21) 
其 中 入 e (0,1), o > 0 为 折扣 因子 。 这 表明 投资 者 为 风险 规避 型 的 。 
据 (7) 容易 算得 
(t) = (e&t, ) (22) 


将 以 上 效用 函数 以 及 (21) 分 别 代入 (11), (18) 和 (20)， 并 通过 繁琐 的 计算 ， 解 所 得 到 的 HJB 方 
程 得 到 如 下 结果 。 

1) z(t) € Ao(t) + 4(£). 

值 函 数 为 V(t,z) = ca 人 的 实 ， 最 优 投资 消费 策略 为 


si) = [xs egi e eR) a], 


r(e) = (700); (0, (23) 


(t) = e [o(t)] z(t). 
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其 中 


T € 
a(t) -— elc g(s)ds [e T 15 | h(s)ex3 12 seg, | ; : 
ve t 


E 1 (bt) — r(D)* | (S(t, S) — a(t) - r(t))? 
(t) =al +l c(t)? a, sy )) 


h(t) = (1 — Ne 


2) Folt) +È) < z(t) < Folt) + R(E): 
ERZA V(t,2) = LOAD RRAN RRA 
天 的 = | gf? +1 e0), 


mr(b) = stet (24) 


c (t) = ex^ [8(0)] 7 (t). 
其 中 
Bt) zc efe se [e €" i ps n h(s Je^^ 二 人 oavds] 


1 — (bt-r(0» 
20-3) e(t | 


k(t) = alre) + 
h(t) = (1 — Aje. 


3) Folt) +EH) S zt) 
值 函 数 为 V(t,z) = 7( 的 实 ， 最 优 投资 消费 策略 为 


nO = [xis (Egg? 000552) 1]20. 


mr(t) = aaO) "^ (25) 


c*(t) = ex [y ()]** ! x(t). 


其 中 
(t) = ef? Xs [ef^ x L i h(a)exit IT duds | 1 一 入 
B 1 ((D-r(0Y , (8 S) — "(0)) 
Ke) = Afr + 20-A) ( c(t? Qt, S)? | 
h(t) = (1— Aje”, 
根据 上 面 结果 可 知 


zz 的 入 而 的 十 和 有， Folt) +A(t) < al) € olt) +Ë), Rolt) +E) < z(t). 
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分 别 等 价 于 
$(t,S)-r(t, r(t) < (t, S) <r(t) +a(t), r(t)+alt) € B(t, S). 


所 以 综合 以 上 讨论 ， 我 们 有 以 下 主要 结论 
定理 2 ” 当 投 资 者 的 效用 函数 为 形 如 (21) 的 HARA 效用 函数 时 ， 该 投资 者 的 最 优 投资 消费 


策略 为 


xx (E + pausak -r(t ) + 1|z(t) , ®B(t, S) > r(t), 


40-4 [PE + 1]«(. r(t) < ®(t,$) < r(t) + a(t), (26) 


(+ Se) riso. rE) + alt) < Bt, 5), 


b(t) — r(t) 


ex [a(t)] = r(t), Blt, S) > r(t), 
(t) = 4 e*[9()]*z(), r(t) < 9(68) < r(t) + alt), (28) 


eX[py(]* r(t), r€) + alt) < Bt, 3). 


alt), E(t S) > r(t), 
V(tz) 2-4 BAÈ, r(t) < 8t, 3) < r(t) + alt), 
WES, r(t) +alt) < ®t, S). 


EF a(t), B(t), (t) 4) 9l B (23), (24) fl (25) 给 出 。 
注 2 不 难得 到 投资 者 在 不 同情 形 下 ， 在 衍生 证 券 上 的 最 优 投资 量 为 


ss el), BES) > r(t), 


malt) — 4 0, r(t) € &(t,9) < r(t) + a(t), (29) 
TERR alt), r(t) + a(t) < (t, 5). 


从 (26)-(29) 可 以 看 出 ， 投 资 消费 决策 取决 于 无 风险 利率 、 风 险 证 券 预 期 收益 率 、 价 格 的 波 
动 率 、 衍 生 证 券 的 期 望 收 益 率 和 波动 率 ， 以 及 投资 者 的 风险 偏好 入 。 当 衍生 证 券 的 期 望 收 益 率 
小 于 无 风险 利率 时 ， 投 资 者 买 入 衍生 证 券 是 不 划算 的 ， 而 卖 空 却 有 利 可 图 ， 因 此 应 选择 卖 空 ， 
并 且 卖 空 的 所 得 全 部 投资 于 无 风险 证 券 。 当 衍生 证 券 的 期 望 收 益 率 大 于 无 风险 利率 而 小 于 无 风 
险 利 率 与 做 市 商 所 要 求 的 收益 率 之 和 时 ， 对 投资 者 而 言 此 时 卖 空 还 是 买 入 衍生 证 券 都 不 合算 ， 
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所 以 此 时 最 佳 持 有 量 为 0。 当 衍生 证 券 的 收益 率 大 于 无 风险 利率 与 做 市 商 所 要 求 的 收益 率 之 和 
时 ， 投 资 者 选择 买 入 衍生 证 券 就 可 以 赢利 ， 此 时 的 买 入 衍生 证 券 的 量 就 是 在 无 风险 证 券 投资 上 
减少 的 量 。 而 在 整个 投资 过 程 中 ， 和 衍生 证 券 的 期 望 收 益 率 、 无 风险 利率 以 及 做 市 商 要 求 的 回报 
率 的 变化 都 不 会 影响 风险 证 券 的 投资 ， 风 险 证 券 的 投资 只 受 风险 证 券 本 身 收 益 和 风险 的 影响 。 


5 ”数值 示例 


假定 有 三 个 投资 者 分 别 是 A、B 和 C， 其 初始 资产 都 为 z = 1 百 万 ， 投 资 期 都 为 了 = 1 年 ， 
但 是 他 们 所 在 的 投资 市 场 环境 不 同 ， 具 体 如 下 表 1 左 侧 所 示 。 三 人 的 效用 函数 都 为 如 下 宪 效 用 
函数 


U(t, £) = Ua(t, £) = A € (0,1). 


设 投 资 者 A、B 和 C 的 风险 偏好 系数 为 4 = Ap = 和 Ac = $e 


AL 不 同市 场 环境 下 的 不 同 投资 消费 策略 


资 消费 策略 百 万 元 ) 


0.05 
0.05 


[oso [vas | nos |030 | 002 [2s [sse o | 
om [oso [030] 050 [oes [zou [ 1944 | 2 | 


BAKA BARDCHEYDTRBEEXGEMDTEIETA:90-rB:r«ó,rc-a, C:r-ac9$. lE 
此 在 衍生 证 券 上 的 投资 就 又 很 大 差异 ，A 选择 卖 空 ，B 选 择 不 投资 ，C 选择 持 有 多 头 。 所 以 投 
资 者 对 衍生 证 券 是 卖 室 、 不 投资 还 是 买 入 主要 决定 于 mm 更 以 及 a 之 间 的 关系 。 在 投资 期 的 消费 
基本 差异 不 大 ， 也 就 是 说 消费 决策 对 O 的 变化 反应 不 灵敏 。 
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Optimal Investment and Consumption Decision of Derivatives 
GUO Wen-jing 


(School of Finance, Nanjing University of Finance & Economics, Nanjing 210046) 


Abstract: Derivatives are sold or bought at different prices in practice. Studied in this paper is an 
investment and consumption decision problem about derivatives with different sale price and purchase 
price. With maximizing the consumption utility and terminal wealth utility as goal, we establish the 
model. With stochastic optimization control theory, the problem is divided into three cases and the 
optimal investment and consumption strategies of three cases are presented, respectively. The explicit 
strategies are given for the power utility function. Finally à numerical example is given to illustrate 
the variation of strategies with the change of market. 

Keywords: derivatives; investment-consumption; difference of sale price and purchase price; power 


utility function 
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